
第 3章 補間と補外
(interpolation and extrapolation)

いなか∗

11月 11日=ポッキー orプリッツの日

0 はじめに

補間・補外とは、有限個のデータ:(x1, f(x1)), (x2, f(x2)), . . . , (xN , f(xN )) (x1 < x2 < · · · <
xN ) だけが与えられたとき、適当な関数形でモデル化をし、任意の点 xおける f(x)の値を知
ることである。

• 補間と補外の違いは？

– 補間：xがデータの範囲内 (x1 < x < xN )

– 補外：xがデータの範囲外 (x < x1||xN < x)

• 適当な関数形って？

– 多項式

– 有理式

– 三角関数 etc

• いつでも上手くいくものなの？

– 上手くいかない場合もある (図 1)
→誤差の評価が必要
→確実な方法はない

• 補間の精度と標本点の数の関係は？

– 標本点の個数から 1引いたものを補間の次数という

– 次数を上げても正確になるとは限らない
→特に多項式補間の場合

• 一般的に補間よりも補外の方が危険度が非常に高い
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図 1: f(x) = 3x2 + 1
π4 ln[(π − x)2] + 1

1 多項式による補間と補外

ここでは、xの多項式を用いることで補間を行う方法を紹介する。

• 任意のN 個の点を通るN − 1次関数はただ一つ存在する

• ↑の場合の補間多項式は Lagrangeの公式で与えられる

Lagrangeの公式¶ ³

P (x) =
(x− x2)(x− x3) . . . (x− xN )

(x1 − x2)(x1 − x3) . . . (x1 − xN )
y1 +

(x− x1)(x− x3) . . . (x− xN )
(x2 − x1)(x2 − x3) . . . (x2 − xN )

y2

+ · · ·+ (x− x1)(x− x2) . . . (x− xN−1)
(xN − x1)(xN − x2) . . . (xN − xN−1)

yN (1)

µ ´

• Lagrangeの公式は、プログラム的にも誤差の評価ができない点でも実用的でない

• 数値的には、NevilleのアルゴリズムやAitkenのアルゴリズムが向いている1

• Nevilleのアルゴリズム

1: 点 (x1, y1)を通る 0次の多項式を P1とする (P1 = y1)

2: 同様に P2, P3, . . . , PN を求める

3: 次に点 (x1, y1), (x2, y2)を通る 1次の多項式を P12とする

4: 同様に P23, P34, . . . , P(N−1)N を求める

5: 以下同様に繰り返して、P123...N を求める

• Nevilleのアルゴリズムは図 2にあるとおり親と子の関係で表せる

Nevilleのアルゴリズム¶ ³

Pi(i+1)...(i+m) =
(x− xi+m)Pi(i+1)...(i+m−1) + (xi − x)P(i+1)(i+2)...(i+m)

xi − xi+m
(2)

µ ´
1Aitkenのアルゴリズムは現在使用されていない
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図 2: Nevilleのアルゴリズム

ここで図 2中の親子の差に注目して、誤差を以下のように定義する。

Cm,i ≡ Pi...(i+m) − Pi...(i+m−1) (3)

Dm,i ≡ Pi...(i+m) − P(i+1)...(i+m) (4)

このとき、差 C、Dは漸化式で以下のように表すことができる。
差の漸化式¶ ³

Cm+1,i ≡ (xi − x)(Cm,i+1 −Dm,i)
xi − xi+m+1

(5)

Dm+1,i ≡ (xi+m+1 − x)(Cm,i+1 −Dm,i)
xi − xi+m+1

(6)

µ ´

• 任意の yiに差 C、Dを順次加えていくことで最終的に P1...N を得る

• 最後に加えた C(D)は誤差の指標とできる

2 有理関数による補間と補外

多項式の近似が上手くいかなくても有理関数で上手く近似できることがある。例えば点
(xi, yi) . . . (xi+m, yi+m)を補間する有理関数は、

Ri(i+1)...(i+m) =
Pµ(x)
Qν(x)

=
p0 + p1x + · · ·+ pµxµ

q0 + q1x + · · ·+ qνxν
(7)

m + 1 = µ + ν + 1 (8)

と表せる。

• 補間したい関数が極を持つとき
→有理関数による補間が多項式の補間より優れている

• 有理関数の近似を行う場合、パデ近似を用いる
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定義 ある分母がm次、分子が n次の有理関数の級数展開が、近似すべき関数の級数展開
と n + m次まで一致する場合、m + n次のパデ近似と呼ぶ。

1: m + n次の近似を行う場合、分母の次数m、分子の次数 nの有理関数 r(x) を用意
する

2: 近似する関数 f(x)を級数展開する

3: k = 0, . . . n + mとして、以下が成り立つように有理数の係数を求める
f (k)(0) = r(k)(0)

• Bulirsch-Storeアルゴリズムは、Nevilleアルゴリズム同様に漸化式の形で有理関数を補
間できる

Bulirsch-Storeアルゴリズム¶ ³

Ri(i+1)...(i+m) = R(i+1)...(i+m) +
R(i+1)...(i+m) −Ri...(i+m−1)

( x−xi
x−xi+m

)(1− R(i+1)...(i+m)−Ri...(i+m−1)

R(i+1)...(i+m)−R(i+1)...(i+m−1)
)− 1

(9)

µ ´

• Bulirsch-Storeアルゴリズムは、m + 1個の点を通る関数をm、m− 1個の点を通るもの
から生成する

• 出発点はRi = yi、R ≡ 0とする

Nevilleのアルゴリズム同様に親子の差を、

Cm,i ≡ Ri...(i+m) −Ri...(i+m−1) (10)

Dm,i ≡ Ri...(i+m) −R(i+1)...(i+m) (11)

とすると、Cm+1,i −Dm+1,i = Cm,i+1 −Dm,iとなる (らしい)ので、

差の漸化式¶ ³

Cm+1,i =
( x−xi

x−xi+m+1
)Dm,i(Cm,i+1 −Dm,i)

( x−xi
x−xi+m+1

)Dm,i − Cm,i+1
(12)

Dm+1,i =
Cm,i+1(Cm,i+1 −Dm,i)

( x−xi
x−xi+m+1

)Dm,i − Cm,i+1
(13)

µ ´

• 多項式補間と同様に P1...N を得ることができる
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3 3次スプライン補間

スプライン補間とは補間する領域をデータ間隔に区切り、各領域に対して低次の多項式で補
間する手法。ここでは、よく使用される (らしい)3次多項式による 3次スプライン補間を説明…
したいのですが、式変形が結構省かれているので
http://www.akita-nct.ac.jp/yamamoto/lecture/2004/5E/interpolation /text/html/node3.html
が参考になると思います。(というか参考にしました)

• N 個の点 (xi, yi) (i = 1, . . . N)が与えられているとする

• このとき補間すべき領域 (データ間)はN − 1個となる

• 全ての領域を 3次多項式で補間すると未知数は 4× (N − 1)個となる

• 条件 1：全てのデータを通る=領域両端の値が決っている
→ 2× (N − 1)個の方程式ができる

• 条件 2：領域境界の 1階導関数は連続である
→ N − 2個の方程式ができる

• 条件 3：領域境界の 2階導関数は連続である
→ N − 2個の方程式ができる

• 4(N − 1)− 2(N − 1) + (N − 2) + (N − 2) = 2個方程式が足りない

• 通常 x1, xN での境界条件を用いた以下のどちらかの方法をとる

1. 点 x0, xN における 2階導関数の値の片方または両方を 0とする

2. 点 x0, xN における 1階導関数の値の片方または両方を 2階導関数から指定する

• 上記 1の方法は、自然 3次スプライン補間と呼ばれる

• 以上から補間に必要な係数がすべて分かるので、任意の値を補間できる

実際にプログラミングをするために、式を当てはめていきます。
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3次スプライン補間ができるまで¶ ³

前提 yi = f(xi)として i = 1, . . . N までのデータが与えられている
また、pi = g(xi)として、同様に i = 1, . . . N までのデータが与えられている

1： 区間 [xj , xj+1]を線形に補間したとすると、

A ≡ xj+1 − x

xj+1 − xj
B ≡ xj+1 − x

x− xj
(14)

を用いて表すと

y = Ayj + Byj+1 (15)

2： 3次補間をしたいので、pj , pj+1 を係数とする線形独立な 3次多項式 C, D を用いて拡張すると、

y = Ayj + Byj+1 + Cpi + Dpj+1 (16)

3： 点 xj , xj+1 での式 16の値が pj , pj+1 によらず yj , yj+1 になるように少し考えると下の様になるそう
です (少しじゃないと思いたい)

C ≡ 1

6
(A3 −A)(xj+1 − xj)

2 D ≡ 1

6
(B3 −B)(xj+1 − xj)

2 (17)

4： A, B, C, D の定義を用いると y = f(x)の 1階導関数と 2階導関数は

dy

dx
=

yj+1 − yj

xj+1 − xj
− 3A2 − 1

6
(xj+1 − xj)pj +

3B2 − 1

6
(xj+1 − xj)pj+1 (18)

d2y

dx2
= Apj + Bpj+1 (19)

5： 式 19から xj , xj+1 のときを考えると、pj = y′′j , pj+1 = y′′j+1 であることがわかるので、

d2y

dx2
= Ay′′j + By′′j+1 (20)

6： 以降はこの導関数を条件に合うように解けば、補間多項式の係数が得られる
(ex)1次導関数の方程式

(xj − xj−1)y
′′
j−1 + 2(xj+1 − xj−1)y

′′
j + (xj+1 − xj)y

′′
j+1 = 6(

yj+1 − yj

xj+1 − xj
− yj − yj−1

xj − xj−1
) (21)

7： ここで、以下のようにおく

hj = xj+1 − xj vj = 6(
yj+1 − yj

hj
− yj − yj−1

hj−1
) (22)

8： 式 21は 3重対角行列の問題となる

0
BBBBBBBBBBBB@

2(h1 + h2) h2
h2 2(h2 + h3) h3 0

h3 2(h3 + h4) h4

. . .

hj−1 2(hj−1 + hj) hj

0
. . .

hN−1 2(hN−1 + hN )

1
CCCCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBBBBB@

y′′1
y′′2
y′′3
.
.
.

y′′j
.
.
.

y′′N−1

1
CCCCCCCCCCCCCA

(23)

= (v1, v2, v3, . . . , vj , . . . , vN−1)

µ ´
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4 整列した表の探索法

• ある点 xにおける値を知りたい
→その xがデータのどの区間にあるかが重要

• 与えられた xi が昇順もしくは降順に整列していると仮定すると以下のような探索法が
ある

– 二分法：計算量は log2 n

上限もしくは下限を更新しながら、2等分していく

– ハントによる探索：計算量は最良で二分法の log2 n速い、最悪で 2倍遅い
探索距離を増分していき、目的の値を越えたら二分法にシフト

• ハントによる探索は、xiの値の変化が少ないときに有効

5 補間多項式の係数

• 少数個の点を通る補間多項式については、以下のような場合、係数を知りたいことがある。

– 関数の補間値とそのいくつかの導関数を求めたいとき

– 関数同士の畳込みを求めたいときで、一方の関数は表の形で与えられており、もう
一方はモーメントが解析的にわかっているとき

• 補間多項式の係数は補間値よりも一般的に精度が落ちる

• 補間多項式と最良近似多項式は異なる

• 補間多項式

– 標本点と係数が同数である

– 補間多項式は全ての標本点を通る

– 標本点に誤差が含まれていると、誤差が拡大され標本点間で振動してしまう

• 最良近似多項式

– 近似は平滑化の過程

– 係数の個数は標本点より少ない

– 誤差に強く安定して係数を当てはめることができる

• 補間多項式：y = c0 + c1x + c2x
2 + · · ·+ cNxN の係数を求めるには？

– Vandermondeの連立方程式：O(N2)




1 x0 x2
0 . . . xN

0

1 x1 x2
1 . . . xN

1
...

...
...

...
1 xN x2

N . . . xN
N







c0

c1

...
cN




=




y0

y1

...
yN




(24)
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– 補間値から帰納的に求める：O(N3)

• Vandermondeの方法では不安定である

• また、どちらもN が大きくなると上手く働かない

問題点 1： x = 0が標本点の範囲 (またはその近く)にないとき
→一般的に係数は非常に大きくなる
→誤差が増えると、有効桁数が減ってしまう

問題点 2：滑らかな関数を高次の多項式で補間するとき
→データに無理やり合致させる
→拘束点の間で振動する傾向が現れる

• 著者によると係数を求めることは勧められないらしい

6 2次元以上の補間

n次元の関数の補間を考える。−→x = {x1, x2, . . . , xN}としたとき y = f(−→x )となるので、
(−→x , y)の組が与えられれば良い。今回は 2次元の場合について考える。
関数値の配列 ya[j][k] 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ nと長さmの配列 x1a長さ nの配列 x2aが与え
られたとする。このとき、ya[j][k] = y(x1a[j], x2a[k])の関係がある。
双 1次補間 (bilinear interpolation)

• 最も簡単な補間
• 境界上での補間関数の勾配は不連続
• 補間する点 (x1, x2)の周囲 4点を考える

x1a[j] ≤ x1 ≤ x1a[j + 1]

x2a[k] ≤ x2 ≤ x2a[k + 1]

と、j, kを定め、

y1 ≡ ya[j][k]

y2 ≡ ya[j + 1][k]

y3 ≡ ya[j + 1][k + 1]

y4 ≡ ya[j][k + 1]

とする。このとき双 1次補間の公式は、

双 1次補間¶ ³

t ≡ (x1 − x1a[j])/(x1a[j + 1]− x1a[j]) (25)

u ≡ (x2 − x2a[k])/(x2a[k + 1]− x2a[k]) (26)

とおいて、

y(x1, x2) = (1− t)(1− u)y1 + t(1− u)y2 + tuy3 + (1− t)uy4 (27)
µ ´
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精度を上げる高次補間

1. x2方向へ補間をし、各 jについて f(x1a[j], x2)の値を求める

2. もとめた値を使って x1方向へ補間をし、(x1, x2)の値を補間する

3. 誤差は x1方向のときのものを使用する

滑らかさを上げる高次補間：双 3次補間 (bicubic interpolation)

• 双 1次補間と同様に、−→x と f(−→x )の組を与える

• 式 25, 26から t, uを定義する

• さらに点−→x における関数値以外に以下の導関数も与える

– ∂y
∂x1

≡ y,1

– ∂y
∂x2

≡ y,2

– ∂2y
∂x1∂x2

≡ y,12

• これらの導関数は正確である必要はない
→方法自体に滑らかさが組み込まれている
→もちろん正確な方が補間値も正確になる

• 与えられた関数値、導関数と謎の表から 16個の cij を求める

• 求まった cij および t, uから各関数値と導関数を求める

双 3次公式¶ ³

y(x1, x2) =
4∑

i=1

4∑

j=1

cijt
i−1uj−1 (28)

y,1(x1, x2) =
4∑

i=1

4∑

j=1

(i− 1)cijt
i−2uj−1 (29)

y,2(x1, x2) =
4∑

i=1

4∑

j=1

(j − 1)cijt
i−1uj−2 (30)

y,12(x1, x2) =
4∑

i=1

4∑

j=1

(i− 1)(j − 1)cijt
i−2uj−2 (31)

µ ´
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滑らかさを上げる高次補間：双 3次スプライン (bicubic spline)

• 双 3次補間の特別な場合

• 補間関数の形は上記双 3次公式同様

• しかし、通常関数値を求めるには"精度を上げる場合"と同様に求める

• どこまで前計算しておくかは個人の自由
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